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Sprzeganie tancuchéw Markowa

® kazdy skonczony, nieredukowalny i nieokresowy
tancuch Markowa ma rozkfad stacjonarny

jak dtugo nalezy prowadzi¢ eksperyment aby rozkfad
aktualnego stanu byt bliski rozktadowi stacjonarnemu?

jak szybko tancuch zbiega do rozktadu stacjonarnego?



przyktad
Tasujemy n kart. W kazdym kroku:

wybieramy karte losowo, jednostajnie
| niezaleznie od poprzednich krokéw

® ktadziemy wybrang karte na wierzchu talii
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Xo pewna ustalona permutacja poczatkowa

X, permutacja kart po n krokach
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skonczony
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nieokresowy
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przyktad
Tasujemy n kart. W kazdym kroku:

wybieramy karte losowo, jednostajnie
| niezaleznie od poprzednich krokéw

® ktadziemy wybrang karte na wierzchu talii
Xo pewna ustalona permutacja poczatkowa
X, permutacja kart po n krokach

niech z € S
N(x) — zbiér standéw osiggalnych z x w jednym kroku

N(x)l=n 1
| ( )| My = — Z Ty Vaces
T yeN(z)

rozktad jednostajny spefnia ten uktad réwnan 1

z unikalnosci rozktadu stacjonarnego =— T, = — V .es
n!
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przyk’(ad asowanie ma sef

wiec to t
Tasujemy n kart. W kazdym kroku:

wybieramy karte losowo, jednostajnie
| niezaleznie od poprzednich krokéw

® ktadziemy wybrang karte na wierzchu talii
Xo pewna ustalona permutacja poczatkowa

X, permutacja kart po n krokach

niech z € S
N(x) — zbidr standw osiqgalnych z x w jednym kroku
N(x)l=n
| ( )| Z Ty VxeS
" yeN (2)
rozktad jednostajny spefnia ten uktad réwnan 1

z unikalnos$ci rozktadu stacjonarnego =— T, = — V .es
n!



norma catkowitego wahania / total variation distance
L, vV rozktady prawd. nad skonczonym zbiorem S

Norma catkowitego wahania @ 1 v nazywamy

| =TV = max j(A) —v(A)|
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norma catkowitego wahania / total variation distance
L, vV rozktady prawd. nad skonczonym zbiorem S

Norma catkowitego wahania @ 1 v nazywamy

| =TV = max j(A) —v(A)|

[
I 1%
IVl B={reS| u(x)>v(x))
|
B B°€
pole pod u =

pole I = u(B) - v(B)

1
p0|e pOd v=1—» pole 1= V(BC) _ M(BC) = ||/L(U) - V(U)HTV



vl = 5 3 In(z) - v(x)



ln=vv =5 ¥ lu) - v(@)

xeS

.
B={zeS| p(x)2v(r)} I ‘ ]
{ I1
LJ L. L
) B B B¢

ln-virv =5 [W(B) -v(B) +v(B°) - u(B°)]
= 3 Yoes [1(@) —v(2)]

v



b, V rozktady nad skonczonym zbiorem S

= vllrv =
- g { X S@ut) - 3 @) ¢ maxlio)l <1}
jesli max s |f(x)| <1 to
S |2 f@ne) - T f@w@)| < 5 3 ) - v@)
xeS xeS gceS
= [l = v]lrv
co dowodzi ,.>" w tezie
dla dowodu ,<" B={zeS| pulx)>v(x)}
{1 jestizeB,
f ()= {\—1 jeshi x € B°.



| 2 @) - T 7 @t | -

xreS xeS

- [ > (u(z) - v(@)) + 3 (v(x) - u<x>>]

reB reB¢

= [l =vllrv

co dowodzi , <" w tezie



przyktad z tasowaniem kart

e == Y, (7, ) rozktad stacjonarny

n!

ustalmy € > 0
tasujemy dopdki obecny stan ma rozktad D taki, ze

r ustalona permutacja kart |D -7ty <e
g > ||D — 7T||TV = 1Max AcsS |D(A) — 7T(A)|
> [D(x) - 51l

L —e<D(z)< 5 +¢

dla odpowiednio matego £ to moze nam wystarczyc

dla poréwnania ...



przyktad z tasowaniem kart

jesli ktos oszukuje przy tasowaniu
| zawsze zostawia A& na wierzchu to

D rozktad stacjonarny przy takim tasowaniu
m  rozktad jednostajny
B zbidér permutacji z As na wierzchu

|D —7||tv = maxacs [D(A) -7 (A)|

>|D(B) -(B)

1
=1 521 52




P macierz przejscia tancucha Markowa (X} )ien

(skonczony, nieredukowalny, nieokresowy)
S zbiér stanéw

(7z)zes  rozktad stacjonarny

P'(x,-) rozkfad X; przy zatozeniu, ze Xg ==

Definiujemy
Ay (t) =[P (x,) = 7|tV A(t) = maxges Ay(t)
T.(e) =min{t | A,(t) <&} Tmix(€) = MaX,es 7, (€)

Tmix(+) Czas mieszania tancucha (X;)qen
Tmix = Tmix(1/4)  (1/4 to dos$¢ arbitralna stata < 1/2)

Jak dowodzi¢ ograniczenia na 7,x zadanego tancucha Markowa?



L, vV rozktady prawd. nad skonczonym zbiorem S

Sprzeganiem g 1 v nazywamy dowolng pare zmiennych
losowych (X,Y) taka, ze X ma rozktad p
Y ma rozktad v

Niech (X,Y) bedzie sprzeganiem u i v. Wtedy
| -v|rv< P(X #Y)

Ponadto, istnieje takie sprzeganie dla ktorego w powyzszej linii
zachodzi rownosc.



Niech (X,Y) bedzie sprzeganiem u i v. Wtedy
lw—=v|rv < P(X #Y)

Ponadto, istnieje takie sprzeganie dla ktorego w powyzszej linii
zachodzi rownosc.



Ponadto
zachodzi

Przykfac

u(orze:

Niech (X,Y) bedzie sprzeganiem u i v. Wtedy
lw—=v|rv < P(X #Y)
, istnieje takie sprzeganie dla ktérego w powyzszej linii
réwnose.
i, v rozktady nad {orzet, reszka}
) = p(reszka) = 0,5

v(orzet) =0,6 v(reszka)=0,4

postarajmy sie skonstruowac (X,Y) sprzeganie p i v takie, ze

P(X #Y) jest jak najmniejsze
Y=0Y-=r lw = vl = %(]0,5-0,6]+]0,5 - 0,4])
X=0 05]0 =0,1

X=r 0104 PX=Y)=0,



Niech (X,Y) bedzie sprzeganiem u i v. Wtedy
lw—=v|rv < P(X #Y)

Ponadto, istnieje takie sprzeganie dla ktorego w powyzszej linii
zachodzi rownosc.

dla dowolnego Ac S

uw(A)-v(A) =P(XeA)-P(YeA)
CP(XeAnY ¢A)
<P(X=#Y)
analogicznie

v(A) - (A)  <P(X +Y)

zatem
| = vlrv = maxacs [u(A4) -v(A)| < P(X #Y)



Niech (X,Y) bedzie sprzeganiem u i v. Wtedy
lw—=v|rv < P(X #Y)

Ponadto, istnieje takie sprzeganie dla ktorego w powyzszej linii

zachodzi réownosé.

sprzegania (X,Y ) rozktadéw p i v takiego, ze
I =vlfrv=P(X #Y)

14
| vV
JJ’r 1T
REEBECIRRN 06 1

>

B B°
B={zeS| p(z)>v(z)}

pr+pmr =pua +por =1
P1=DP11 = ||M—V||Tv

pir =1 —||jp = vtV



rzucamy monetg na ktorej orzet wypada z prawd. prig
jesli orzet to

X =Y =5 gdzie s wybierany losowo z S z rozktadem
» (55 min (1(s),1()) | 5 € S)
jesli reszka to

X=x gdzie x wybierany losowo z S z rozktadem

(pu(x)-v(x I
{ ”(ﬁpm( ) jedli u(z) > v(x)
0 wpp
Y =y gdzie y wybierany losowo z S z rozktadem
(u(y)- .
{ W) jedli pu(y) < v(y)
0 wpp

P(X#Y)=1-pm=|p-v|]rv



Sprzeganiem tancuchéw Markowa z macierzg przejscia P
| zbiorem standéw S jest dowolny fancuch Markowa
(Z: = (X4, Y:))tew na przestrzeni standw S x S taki, ze

P(Xp =" | Zy = (z,y))= P(z,2')
P(Ym—y | Ze = (2,)) = P(y,y')

dla kazdego t 2 0, x,y,z'y € S.



Sprzeganiem tancuchéw Markowa z macierzg przejscia P
| zbiorem standéw S jest dowolny fancuch Markowa
(Z: = (X4, Y:))tew na przestrzeni standw S x S taki, ze

P(Xy1 = ,|Zt (,y))= P(x,2")
P(Yi1=v9"| 2= (z,y)) = P(y,y")

dla kazdego t 2 0, x,y,z'y € S.

® zauwaz, ze mamy zupetng dowolnos¢ w okresleniu rozktadu X oraz Y
® sprzegane fancuchy (X, Y;) to dwie réwnolegte kopie jednego procesu

nie oznacza to, ze te dwie kopie maja zawsze te same stany
nie oznacza to réwniez, ze kopie te sg niezalezne



Bedziemy zainteresowani takim sprzeganiem, ktoére

stara sie sprowadzi¢ dwie kopie do tego samego stanu
niezaleznie od pozycji poczatkowe]

jesli kopie s3 w tym samym stanie to
pozostajg juz zawsze w tym samym stanie

Niech ((X;,Y})):n bedzie sprzeganiem tancuchéw z macierza
przejScia P i zbiorem stanéw S.
Niech T' e N, € > 0 beda takie, ze dla kazdego =,y € S

P(XT:#YTlXQ:ZE, Y()Zy)<8

Wtedy czas mieszania fancucha z macierzg przejscia P
jest ograniczony: A, (T)<e YVxeS
Tmix(€) < T



Niech ((X¢,Y:))ten bedzie sprzeganiem tancuchéw z macierza
przejScia P i zbiorem stanéw S.
Niech T' e N, € > 0 beda takie, ze dla kazdego =,y € S

P(XT:#YTlXQ:ZE, Y()Zy)<8
Wtedy czas mieszania fancucha z macierzg przejscia P

Jest ograniczony: A (T)<e YxeS
7-mix(g) <T



Niech ((X¢,Y:))ten bedzie sprzeganiem tancuchéw z macierza
przejScia P i zbiorem stanéw S.

Niech T' e N, € > 0 beda takie, ze dla kazdego =,y € S
P(XT:#YTlXQ:ZE, Y()Zy)<8
Wtedy czas mieszania fancucha z macierzg przejscia P

Jest ograniczony: A (T)<e YxeS
7-mix(g) <T

zauwaz, ze (X, Y )iy spetnia zatozenia
niezaleznie od tego jak ustalimy rozktad Xy czy Y

ustalmy dowolne x € S
niech Xg ==
niech Yy bedzie wybrany losowo z rozktadu stacjonarnego =



Niech ((X¢,Y:))ten bedzie sprzeganiem tancuchéw z macierza
przejScia P i zbiorem stanéw S.

Niech T' e N, € > 0 beda takie, ze dla kazdego =,y € S
P(XT:#YT|XQ=£B, Y()Zy)<8
Wtedy czas mieszania fancucha z macierzg przejscia P

Jest ograniczony: A (T)<e YxeS
7-mix(‘(':) <T

zauwaz, ze (X, Y )iy spetnia zatozenia
niezaleznie od tego jak ustalimy rozktad Xy czy Y

ustalmy dowolne x € S

niech Xg =2 wtedy V..o Yz ma réwniez rozktad 7
niech Yy bedzie wybrany losowo z rozktadu stacjonarnego =



niech Ac S
P(XTGA) ZP(YTEAHXTZYT)
=1—P(YT¢AUXT=/:YT)
21—P(YT¢A)—P(XT¢YT)
>P(YT€A)—8
=m(A)-¢



niech Ac S
P(XTGA) ZP(YTEAHXTZYT)
=1—P(YT¢AUXT=/:YT)
21—P(YT¢A)—P(XT¢YT)
>P(YT€A)—8
=m(A)-¢
analogicznie

P(XreS-A)>n(S-A)-¢
1—P(XT€A) 21—7’(’(14)—8
P(XreA) <w(A)+e

czyli



niech Ac S
P(XTGA) ZP(YTEAHXTZYT)
=1—P(YT¢AUXT=/:YT)
21—P(YT¢A)—P(XT¢YT)
ZP(YTGA)—E
=m(A)-¢
analogicznie

P(XreS-A)>n(S-A)-¢

1-P(X7reA) 21-n(A)-¢
P(X7eA) <m(A)+e¢
T(A)—e< P(XreA)<n(A) +¢

czyli

VxeS
maxacs |[P1(x, A) — 7 (A)| = ||PT(x,-) - 7||ltv = A (T) < €

A(T)<e =  Tmix(€) <T O



przyktad z tasowaniem kart

P macierz przejScia dla tasowania kart
Xo =2 pewna poczatkowa permutacja kart
(X+) oryginalny tfancuch Markowa dla tasowania

Yy =y pewna poczatkowa permutacja kart

jeshi X; powstato z X;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt

(Y2) to Y; powstaje z Y;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt

wtedy ((X;,Y;)) jest sprzeganiem tancuchéw z macierza P



przyktad z tasowaniem kart

P macierz przejScia dla tasowania kart
Xo =2 pewna poczatkowa permutacja kart
(X+) oryginalny tfancuch Markowa dla tasowania

Yy =y pewna poczatkowa permutacja kart

jeshi X; powstato z X;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt

(Y2) to Y; powstaje z Y;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt

wtedy ((X;,Y;)) jest sprzeganiem tancuchéw z macierza P

jeshi karta C' zostata przetozona na szczyt w kroku T’
to C' bedzie w tym samym miejscu w X; i Y; V2T

® Jesh T to liczba krokow po ktérej tancuchy sie schodza
to 1" ma rozktad z problemu kolekcjonera kuponow



przyktad z tasowaniem kart

P macierz przejScia dla tasowania kart
Xo =2 pewna poczatkowa permutacja kart
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Yy =y pewna poczatkowa permutacja kart

jeshi X; powstato z X;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt
(V2) . oze

to Y; powstaje z Y;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt
wtedy ((X;,Y;)) jest sprzeganiem tancuchéw z macierza P
t>2nlnn+cn

prawd., ze karta C' nie zostata przetozona po ¢ krokach
< (1 _ l)nlnn+cn

(1 —c
<e (nnJrc):eT
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(1 —c
<e (nnJrc):eT



przyktad z tasowaniem kart

P macierz przejScia dla tasowania kart
Xo =2 pewna poczatkowa permutacja kart
(X+) oryginalny tfancuch Markowa dla tasowania

Yy =y pewna poczatkowa permutacja kart

jeshi X; powstato z X;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt

(Y2) to Y; powstaje z Y;_1 przez przetozenie karty C' na szczyt

wtedy ((X¢,Y;)) jest sprzeganiem tancuchéw z macierzg P
t>2nlnn+cn

prawd., ze karta C' nie zostata przetozona po ¢ krokach
< _ 1 ynlnn+cn
<(1-3) = P(X;#Y; | Xo=2,Yp=y)<e™®
< 6—(lnn+c) _e”

n c=1n(4) Tmix <1 1n(4n)




Niech P bedzie macierza przejscia skonczonego,nieredukowalnego

| nieokresowego tancucha Markowa ze zbiorem stanéw S.
Wtedy dla kazdych t >0, x € S
AL(t+1) <AL(L) (czyli A(t+1) <A(1))

ustalmy ¢ > 0
ustalmy x € S
niech y € § wybrany z rozktadu stacjonarnego

ted
Y Pt (@) - Pyl = 1P, ) — Tl = Ag(t)

niech (X;,Y;) bedzie sprzeganiem rozktadéw P*(x,-) i m ze
P(Xt == }/t) — Aa;(t)

(Xt+17Y;5+1)
jeden krok macierzy P z pary stanéw ( Xy, Y;) taki, ze

jesh Xy =Y; to Xyp1 = Yi



Ay(t) =P(X:+Y:)

> P( X1 # Yi)
> [P (z,-) = PP (y, ) llrv
= [P (z,-) = 7llrv

=A,(t+1) -




Niech P bedzie macierza przejsScia skonczonego,
nieredukowalnego i nieokresowego fancucha Markowa ze

zbiorem stanow S | rozktadem stacjonarnym 7.
Wtedy istnieje av € (0,1) i C' > 0 takie, ze Y n e N

A(n) = max,es [|P"(x,) - 7||ltv < Ca™

Istnieje r > 1 takie, ze dla kazdych x,y € S
P"(z,y) >0



ustalmy r > 1 jak w ¢wiczeniu
niech m, =ming.s P"(z,y) dlayeS zatem m, >0 Yy
niech m =}, g m, m € (0,1]

skonstruuj sprzeganie ((X¢,Y;)) tancuchéw
o macierzy przejscia P" takie, ze

\V/t 0 P(Xt+1—Yt+1—y)

eS
/ (| Jesll tancuchy sie zeszty

to juz sie nie rozchodzj)

wtedy
P(Xt+1 = Yt+1) = Zy P(Xt+1 =Y = y) 2> Zy My =M

“AEM p(X + V) <(1-m)t  Vix1



niech neN = (1-m)'/"
niech t > 0 takie, ze C =a "
n=rt+j  gdzie je[0,r)

A, (n) < Ayu(rt)



tancuch Markowa na zbiorach niezaleznych

przyktad ustalonej wielkosci
n=[V(G)

G graf A = A(G)

k>1

My  ustalony k-elementowy zbiér niezalezny w G
Vt20 My — My
v wierzchotek wybrany z jednostajnego rozktadu na M,
w  wierzchotek wybrany z jednostajnego rozktadu na V (G)

M1 =m(v,w, M) czyli
jesli My — {v} +{w} jest zbiorem niezaleznym to
Mt+1 = Mt — {U} + {w}
wpp My = M,



zatézmy, ze k < S(An+1)

Cwiczenie Wykaz, ze (My)sen jest skohczony, nieredukowalny
| nieokresowy. Wykaz, ze rozktad stacjonarny tego tancucha
jest jednostajny po wszystkich k-elementowych zbiorach

niezaleznych w G.
chcemy ograniczyC Tmix tego tancucha
P macierz przejscia (M} )sen

przechodzimy do konstrukcji sprzegania ((X¢, Y:))ien tancuchéw
O macierzy przejscia P



sprzeganie ((X¢, Y:))ten

Vit>0
v wierzchotek wybrany z jednostajnego rozkfadu na X;

w  wierzchotek wybrany z jednostajnego rozktadu na V(G)
X1 =m(v,w, Xy)
jesli v eY; to
}/t+1 — m(vawaift)
wWpp

v"  wierzchotek wybrany z jednostajnego rozkfadu na Y; — X,

}/t+1 = m(vla w, }/t)

tatwo zauwazyé, ze (Xy)seny oraz (Y;)iey maja m. przejscia P



d = | X, - Vi

oczywiécie dt+1 € {dt — 1, dt, dt + ].}

wykazemy, ze jesh d; > 0 to przejscie —1 jest bardzie;
prawdopodobne od przejscia +1

P(dt+1 =d; +1 | d; > 0) < k—kdt . Zdt($+1)

P(dis1=di—1|dy>0)2 Cit . n_(k+dt;2)(A+1)
zakfadajac d; > 0 mamy

E(dt+1|dt): dt — P(dt+1 = dt — 1) + P(dt+1 = dt + 1)

<dp— G- ”_(’“dt;?)(ﬂﬂ) 4 hod 2dt($+1)
= d,(1 - n—(k+dt—2)(A+k1r'z—2(k—dt)(A+1))
= di(1 - ”_(Sk_dlif)(ﬁﬂ))

< dt(l — n_S(k_kl,n?(A+1))




zakfadajac d; > 0 mamgyk oA
E(dgsldy) < dp(1 - 2=2E 1AL

a jesli dy = 0 to fancuchy juz nigdy sie nie rozejda
E(dt+1|dt — O) — O

zatem E(dt+1) = E(E(dt+1|dt)) < E(dt)(l B n_3(k_]€1¢3(A+1)
n—3(k-1)(A
<do(1- 3 kln?( +1))t
P(dy > 1) < B(dg) < k(1 - 220D g0
< ke t(n=3(k-1)(A+1))/(kn)

limy_, oo ke t(n=3(k=1)(A+1))/(kn) _ ()

} P(X:#Y;)< Lo~ t(n=3(k-1)(A+1))/(kn)
<1
N

n-3(k-1)(A+1)>0

— L ﬂ
k=1<3am dla ¢ =tp = In(4k) - n_3<k7f>m+1>
k< :

n
N 3(A+1) Tmix < 10




przyktad tancuch Markowa na kolorowaniach wierzchotkowych

G  graf Z::|ngg| (przypomnienie: x(G) < A +1)
cx1l [c]=A1,...,c} zbidr koloréw

My  ustalony kolorowanie wierzchotkowe GG kolorami z [c¢]
Vt>20  M;— M
v wierzchotek wybrany z jednostajnego rozktadu na V (G)
4 kolor wybrany z jednostajnego rozktadu na [c]

My.1 = recolor(v,w, M)  czyli
jesli N(v) nie zawiera wierzchotkéw koloru £ w M; to
Mi,1 otrzymujemy z M; zmieniajac kolor v na £

wpp M1 = M,



Niech ¢ > A + 2.

Wykaz, ze (M, ).y jest skonczony, nieredukowalny
| nieokresowy. Wykaz, ze rozktad stacjonarny tego tancucha
jest jednostajny po wszystkich poprawnych kolorowaniach
wierzchotkéw G kolorami z [c].

Cwiczenie

chcemy ograniczyC Tmix tego tancucha
P macierz przejscia (M;)sen

przechodzimy do konstrukgcji sprzegania ((X;,Y:)):en tancuchéw
O macierzy przejscia P
jesli ¢ > 4A + 1 to najprostszy pomyst na sprzeganie dziafa ...
(Xtay;t) — (Xt+1aY;5+1)
v wierzchotek wybrany z jednostajnego rozktadu na V(G)
14 kolor wybrany z jednostajnego rozktadu na |[c]

X471 = recolor(v, £, X;) Y;.1 = recolor(v,£,Y;)



Dy = {veV(G) | X¢(v) # Yi(v)}

d; = D]

oczywiscie dy1 € {dy — 1,dy,dy + 1}

wykazemy, ze jesli d; > 0 to przejscie —1 jest bardziej
prawdopodobne od przejscia +1

P(dt+1 = dt -1 dt > O) dy , c=24

n C

P(diz1=di+11]d¢ >0) <Y, P(w zablokowat kolor)
A2

n C
2
C

N
(]

w
d

/N

E(dt+1|dt): dt — P(dt+1 = dt — 1) + P(dt+1 = dt + 1)
gdt_dt'c_QA‘l'Adt'Q

n C n C

< dt . (1 . C;ch




E(dpldy)<dy- (1 - <22

nc

E(d:) = E(E(dts+1 | dt))
< E(dt) . (1 _ c—4A

nc

<CZO°(1—C_4A t

nc

P(d; >1) < E(dy)

<C'(1—C_4A t

nc

—t(c—4A)/(nc)

< ne
1imt—>c>o ne—t(c—4A)/(nc) -0
c—4A >0 ﬂ
c>4A +1 ﬂ

P(Xt + Y;) < ne—t(c—élA)/(nc) <

dlat=1t9=1In(4n) -

Tmix < Lo

nc

c—4A

1

N



jesli ¢ 2 2A + 1 to mozemy sobie poradzié subtelniejszym

(X,.Y:) > (Xpu1.Yiur) sprzeganiem ...
Dy ={veV(G) | X¢(v) # Yi(v)}
Ap ={v e V(G) | Xi(v) = Yi(v)}
v wierzchotek wybrany z jednostajnego rozktadu na V(G)
4 kolor wybrany z jednostajnego rozktadu na [c]
jesli v e Dy to
Xy¢41 =recolor(v, 4, Xy) Y41 =recolor(v,,Y;)

jesli v e A; to
Sx(v) = Xy (N(v)) - Vi (N (v))
Sy (1) = V(N () - X (N(0))
f:lc] = [c] bijekcja
taka, ze f(Sx(v)) c Sy(v) jedli |Sx(v)|<|Sy(v)]
Sx(v) 2 [~ Sy (v)) jesli [Sx (v)] > |Sy (v)]

X1 =recolor(v,l, Xy) Xyi1 =recolor(v, f(£), X;)



di = | Dyl

d,(?j) _ {fN(’U) M At _]eéll U € Dt

\N(U) M Dt Jeéll U € At

Y d'(v)= ) d(v)=m

”UEDt ’UGAt

P(d¢s1 =de —1|dy > 0) 2 % D veD, c 2814 (v)

C

= 2+ L S e, 4 (v)

nc
(C—ZA)dt +m’

nc

P(d+1 = de + 1|d: > 0)

/N

% > e, max(|Sx (v),[Sy (v)|])

% ZveAt d,(?})

/
m_
nc

/N

/N



P(dt+1 = dt 1|dt > O) (c—QAn)Cdt+m’
P(dt+1 = dt + 1|dt > O) < m_

E(dt+1 |dt) <d, - (c-2A)di+m/’ + m’

nc nc

_ dt(l . C;LQCA

P(dy>1) <E(dy) <n(l - =S28)t ¢ pemt(e=28)/(ne)
c>2A

TmIX\ [ —QA]



