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Zadanie 1 (4 pkt). Niech A, B, C'i D beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkta-
dach odpowiednio: N(1,2), N(3,4), N(5,6) i N(7,8). Niech X =4A+DiY =2B+C.
(i) (2 pkt) Oblicz P(X >Y).
(i) (2 pkt) Ktéra z wartosci jest wigksza: P(X > 1) czy P(Y > 1)?

Zadanie 2 (4 pkt). Na nieskoniczona szachownice zlozong z kwadratowych pol 1 x 1
rzucamy igly o dtugosci 1.

(i) (2 pkt) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze oba korice igly sa w czarnym polu?
(ii) (2 pkt) Oblicz wartosé¢ oczekiwana zmiennej losowej okreslajacej liczbe biatych pél,
na ktorych lezy igta.

Zadanie 3 (4 pkt). Niech {N(t) | t > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem 1. Dla
kazdego t > 0, proces jest najedzony w chwili ¢ jesli zaszto zdarzenie N (t)—t > 1. Méwimy,
ze proces sie najada w chwili ¢ jesli ¢ jest najmniejsza dodatnia liczba rzeczywista taka,
ze proces jest najedzony w chwili ¢. Niech T" bedzie zmienng losowa oznaczajaca moment
najedzenia procesu. Oblicz:

(i) (1.5 pkt) P(T > 2),

(ii)) (1.5 pkt) P(T">2| N(3) =4),

(iii) (1 pkt) P(T > 2026 | N(2025) = 2024, T > 2025).

Zadanie 4 (4 pkt). Lamiemy jednometrowy kij w dwu losowych punktach X i Y wy-
branych niezaleznie i jednostajnie po calym kiju. Niech Z bedzie dlugoscia otrzymanego
kawaltka, ktory ma konce w punktach tfamania.

(i) (2 pkt) Podaj gesto$¢ Z oraz oblicz E(Z).
(ii) (2 pkt) Oblicz E(Z|min(X,Y)).

Zadanie 5 (4 pkt). Rozwaz okrag o promieniu R, gdzie R = Ry + R i Ry, Ry sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym z parametrem 1. Losuje-
my niezaleznie i jednostajnie dwa punkty na tym okregu. Wylosowane punkty wraz ze
srodkiem okregu tworzg trojkat. Jaka jest wartosé oczekiwana pola tego trojkata?

Zadanie 6 (4 pkt). Rozwaz klasyczna talie 52 kart. Mamy 13 kart w rece. W jednym
kroku losujemy jedna karte z pozostatych 39 kart i zamieniamy ja z losowo wybrang
karta z reki. Niech X,, oznacza zbior 13 kart w rece, ktére mamy po n krokach. Wyznacz
szanse, ze w losowej chwili w przysztosci mamy identyczna reke jak na poczatku, czyli
lim,, .., P(X, = ,startowa reka”).
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Zadanie 7 (4 pkt). Rozwaz zawody, w ktérych celem jest jak najdtuzsze utrzymanie
sie na ogromnej ktodzie wprowadzonej w ruch obrotowy. W zawodach bierze udziat 2026
uczestnikow, a kazdy z nich utrzymuje si¢ na ktodzie niezaleznie od pozostatych przez
okres bedacy zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym z parametrem 1. Jednak dla
kazdego i € [2025] w momencie, gdy odpada i-ty zawodnik (czyli na ktodzie pozostaje
2026 — ¢ zawodnikéw), ktoda zaczyna sie obracaé szybciej i od tej pory czas utrzymania
sie¢ kazdego zawodnika ma rozktad wyktadniczy z parametrem i. Zawody koticza si¢ gdy
na ktodzie jest juz tylko jeden zawodnik. Wyznacz oczekiwany czas trwania zawodow.

Zadanie 8 (4 pkt). Rozwaz spacer losowy po liczbach naturalnych przedstawiony na po-
nizszym rysunku. Niech X oznacza liczbe krokéw w tym spacerze do pierwszego uderzenia
w 0 pod warunkiem, ze zaczynamy w 1. Oblicz E(X) oraz Var[X].

Zadanie 9 (4 pkt). Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
Cauchy’ego z parametrami (0, 1).

(i) (1 pkt) Podaj rozktad arctan X.

(i) (1 pkt) Oblicz E (X[ < X </3).

(iii) (1 pkt) Oblicz E(X|X +Y).
(iv) (1 pkt) Podaj rozktad 1=

+X
Zadanie 10 (4 pkt). Rozwaz graf na n? + 1 wierzchotkach otrzymany z n roztacznych
Sciezek, kazda na n wierzchotkach oraz jednego dodatkowego wierzchotka v sgsiadujacego
z jednym konicem kazdej z n Sciezek (nizej rysunek dla n = 4). Jaka jest asymptotyka ocze-
kiwanego czasu pokrycia grafu, startujac z v? Podaj najlepsze, jakie umiesz, ograniczenia
gorne i dolne.
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