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Kolokwium 2/2 (poprawione)

Zadanie 1. Niech XY, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jedno-
stajnym na przedziale [0,1]. Niech U = XY i V = Z2.

(i) (1 pkt) Wyznacz dystrybuante, gesto$é, wartosé oczekiwang i wariancje U.
(ii) (1 pkt) Wyznacz dystrybuante, gesto$¢, wartosé¢ oczekiwana i wariancje V.
(iii) (1 pkt) Oblicz P(U < V).

(iv) (1 pkt) Wyznacz E(X | U).

Zadanie 2 (4 pkt). Niech {X, : n > 1} beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1]. Niech y € (0, 1) i niech

Ny=min{n>1:X;+---+ X, >y}

Udowdnij, ze P(N, > n) = y"/n! dla kazdego catkowitego n > 1. Oblicz warto$¢ ocze-
kiwang N,. Uwaga, jesli masz problem z ogblng wersjg zadania, udowodnij rownos¢ dla
n € {1,2,3} (warte 1 punkt).

Zadanie 3 (3 pkt). Niech U ma rozktad jednostajny na przedziale [0, 1] i niech g € (0, 1).
Czy V“UJ ma rozktad geometryczny? Jesli tak to z jakim parametrem.

Ingq

Zadanie 4. Niech A\, pu,v > 01 niech XY, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z
rozktadu wyktadniczego o parametrach odpowiednio A, i, v. Niech ¢t > 0.

(i) (2 pkt) Znajdz P(X <Y < Z).

(i) (2 pkt) Znajdz P(X < Y|X > 1).

Zadanie 5. Rozwaz dwa niezalezne procesy Poissona {Ny(t) |t > 0} i {Ny(t) | t > 0} o
parametrach 11 2, odpowiednio.

(i) (1 pkt) Jesli pierwsze zdarzenie w Ny ma miejsce w ¢ = 10 jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze pierwsze zdarzenie w N7 jest wczesniej?

(ii) (1 pkt) Oblicz P(N1(10) — N1(9) = 8 | N2(10) — N»(9) = 8).

(iii) (1 pkt) Jesli No(10) = 1 to jakie jest prawdopodobienstwo, ze pierwsze zdarzenie w
Nj jest przed pierwszym zdarzeniem w No?

(iv) (1 pkt) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pomiedzy pierwszymi dwoma zdarzenia-
mi w Ny jest co najmniej jedno zdarzenie w N7

(v) (1 pkt) Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze drugie zdarzenie w N; jest wczesniej od
trzeciego zdarzenia w Ny?

Zadanie 6 (4 pkt). Niech XY, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi ze standar-
dowym rozktadem normalnym. Ktéra z wartosci P((X+Y + Z)/3 < 10) i P(X < 10) jest
wieksza. Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 7. Rozwazmy nastepujacy eksperyment. Stojac na przeciwko bardzo dhtugiej
Sciany wprawiamy latarke w ruch obrotowy i obserwujemy losowy punkt na $cianie na
ktorym zatrzyma sie swiatto latarki. Dla ustalenia uwagi, powiedzmy ze stoimy w punkcie
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(0,1) a Sciana jest 0§ OX. Jesli $wiatlo nie jest zwrdcone na $ciane to mozemy powtarzaé
eksperyment do skutku. Niech X bedzie wspotrzedna punktu na osi OX w ktéry zwrocony
jest swiatto latarki i niech L bedzie dlugoscia promienia Swiatta latarki (odlegtosé z (0, 1)
do (X,0)).

(i) (3 pkt) Podaj dystrubante, gesto$¢ i warto$¢ oczekiwang L.

(i) (1 pkt) Zaldz, ze powtarzasz eksperyment tak dlugo az swiatto wpadnie w przedziat
[0,1] (czyli X € [0,1]). Jaka teraz jest warto$¢ oczekiwana dtugosci promienia? (czyli
policz E(L | X € [0,1]))

Zadanie 8 (4 pkt). Ustalono pewien parametr r € (3,1), ktérego wartoéci nie znamy,
ale zna go wyrocznia. Aby pozna¢ ten parametr wykonujemy nastepujacy eksperyment.
Wybieramy losowo punkt z kwadratu 2 x 2 i pytamy wyroczni, czy jest on w okregu o
srodku w $rodku kwadratu i promieniu r, czy nie. Powtarzamy ten eksperyment n razy. W
jaki sposob przyblizy¢ wartosé r? wykonujac taki eksperyment? Korzystajac z centralnego
twierdzenia granicznego ogranicz z géry liczbe préb (warto$é n) potrzebna do tego, aby z
prawdopodobiefistwem co najmniej 0.95 okresli¢ 72 z doktadnoécig 0.01.

Mozna skorzystaé¢ z nastepujacych przyblizen. Jesli ® to dystrybuanta standardowego
rozkladu normalnego to ®(1.7) = 0.95 1 ®(2) — &(—2) = 0.95. Dodatkowo zauwaz, ze jesli
z € (0,1) toz(1—x) < 1.

Zadanie 9. Niech G bedzie skoniczonym grafem i niech ¢ bedzie dodatnig liczbg catkowita
taka, ze
c> A(G) + 2.

Rozwazmy tancuch Markova, gdzie przestrzen stanéw jest rodzing wszystkich poprawnych
kolorowan GG na co najwyzej c¢ kolorach. Krok ze stanu M; do nastepnego stanu dziata
nastepujaco. Losujemy jednostajnie i niezaleznie: v € V(G), ¢ € [c]. Wtedy My =
recolor(v, ¢, M), czyli: jesli £ & M;(N(v)) to My jest kolorowaniem otrzymanym z M,
przez przekolorowanie wierzchotka v na kolor ¢; jesli £ € M (N (v)) to My = M.

(i) (2.5 pkt) Udowodnij, ze ten taficuch jest nieredukowalny, nieokresowy i jego rozktad
stacjonarny jest jednostajny.

(i) (1.5 pkt) Zmodyfikuj powyzszy tanicuch tak aby nastepujacy rozktad byt jego roz-
ktadem stacjonarnym. Dla kolorowania X, 7x = ([{v € V(G) : X(v) = 1}| +1)/B,
gdzie B to taka wartos¢, aby m w ogéle byto rozkltadem. Wykonanie kroku powinno
by¢ mozliwe do zasymulowania w czasie wielomianowym od wielkosci grafu (zakta-
damy, ze umiemy losowa¢ jednostajnie z danego zbioru w czasie wielomianowym od
jego rozmiaru).

Zadanie 10. Niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem takim, ze stopien kazdego wierz-
chotka to doktadnie %n (mozna zaltozyé, ze n > 3 i n jest podzielne przez 3). Rozwazmy
klasyczny spacer losowy po G, gdzie w kroku wybieramy jednostajnie jednego ze swoich
sgsiadow.
(i) (1 pkt) Udowodnij, ze istnieje rozktad stacjonarny.
(ii) (3 pkt) Ogranicz najlepiej jak umiesz czas mieszania Tyx. Aby otrzymaé¢ maksy-
malng liczbe punktéw, nalezy znalezé stata ¢ niezalezna od n taka, ze T < c.
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