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Zadanie 1 (3 pkt). Swiety Mikotaj zatrudnia A+ B elféw. Sposréd nich A to chlopey, a
B to dziewczynki. Zatézmy, ze A + B jest parzyste. Swiety Mikotaj rozdzielit losowo elfy
na pary. Podaj warto$é¢ oczekiwang liczby par, w ktorych sa dwie dziewczynki.

Zadanie 2 (4 pkt). Tasujemy talie rozréznialnych kart. W talii mamy B biatych kart i
C czarnych kart. Niech r bedzie ustalong liczba taka, ze 1 < r < C. Wyktadamy karty
dopoki nie odkryjemy r czarnych kart. Niech X bedzie liczbg odkrytych biatych kart. Jaki
rozktad ma X7 Jaka jest warto$¢ oczekiwana i wariancja X7

Zadanie 3 (3 pkt). Czy istnieje algebra majaca 2023 elementy? Jesli tak to podaj kon-
strukcje, jesli nie to podaj formalny dowod.

Zadanie 4. Niech () bedzie dowolnym zbiorem, niech ¥ bedzie o-algebrg na tym zbio-
rze 1 niech p bedzie miara na (€2,%). Niech ¥’ bedzie dowolng o-algebra na R. Niech
f:(Q,%Y) — (R,Y) bedzie funkcja mierzalna i niech F € ¥. Udowodnij, ze

(i) (2 pkt) funkcja xg- f: (Q,%2) — (R,>') jest mierzalna, gdzie xp(z) = 1jeSliz € £
i xp(r) =0jedli z ¢ E;
(i) (2 pkt) [p f du= Joxe- fdp.
Zadanie 5 (3 pkt). Udowodnij, ze dla kazdego n > 1 istnieje turniej (graf skierowany
pelny) na n wierzchotkach , ktéry ma co najmniej Qn”—,'l Sciezek Hamiltona. Wskazowka:
metoda probabilistyczna.

Zadanie 6 (4 pkt). Niech X bedzie zmienna losowa liczaca liczbe kopii kliki K4 na
czterech wierzchotkach w grafie wylosowanym z modelu G,,, (to znaczy, majac n > 4
wierzchotkéw dla kazdej pary wierzchotkéw losujemy niezaleznie z prawdopodobienstwem
p € (0,1), czy sa polaczone krawedzia, czy nie). Oblicz wartos¢ oczekiwana i wariancje

X.

Zadanie 7. Niech Xy, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu geome-
trycznego z parametrem % Niech X =377, X;10 > 0.

(i) (1.5 pkt) Wyprowadz ograniczenie Chernoffa na P(X > (14 6)(2n)) poprzez apli-
kacje znanego z wyktadu ograniczenia Chernoffa do ciagu (1 + 6)(2n) rzutéw syme-
tryczng moneta.

(ii) (2 pkt) Wyprowadz bezposrednio ograniczenie Chernoffa na P(X > (1 + 6)(2n))
korzystajac z momentéw rozktadu geometrycznego. Co sadzisz o tym ograniczeniu?

Zadanie 8. Dostalismy od Swictego Mikotaja B biatych kul, gdzie B jest zmienna o
rozkladzie Poissona z parametrem 2023. Kazda kula z prawdopobienstwem p (0 < p < 1)
jest pomalowana na czerwono niezaleznie od innych kul. Niech C' bedzie zmienna losowa
oznaczajaca liczbe czerwonych kul w tym momencie. Kazda czerwona kula z prawdopo-
bienstwem p jest pomalowana na niebiesko niezaleznie od innych kul. Niech D bedzie
zmienng losowa oznaczajaca liczbe niebieskich kul w tym momencie. Kazda niebieska ku-
la z prawdopobienstwem p jest pomalowana na z6tto niezaleznie od innych kul. Niech F
bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbe z6ttych kul w tym momencie.
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(i) (1.5 pkt)Dlap = /1 — 32 sprawdz, czy warto$¢ P(B > E) jest wicksza, mniejsza,
czy rowna %
(ii) (1.5 pkt) Dla jakiego p, wartos¢ oczekiwana E jest réwna 17

(iii) (1.5 pkt) Znajdz E(E | B) i E(B | E).

Zadanie 9. Rozwazmy cykl na n wierzchotkach. Startujemy w dowolnym wierzchotku.
W kazdym kroku z rownym prawdopodobienstwem przechodzimy do jednego z sasiadow.
Jaka jest (asymptotycznie wzgledem n) wartosé oczekiwana liczby krokéw do odwiedzenia
wszystkich wierzchotkéw cyklu.

(i) (1.5 pkt) Ograniczenie gérne.

(ii) (1.5 pkt) Ograniczenie dolne.
(ili) (1 pkt) A co jezeli w kazdym kroku z réwnym prawdopodobieristwem (5) zostajemy

lub przechodzimy do jednego z sasiadow?

Zadanie 10. Rozwazmy nastepujaca gre, w ktorej chodzimy po liczbach catkowitych
nieujemnych. Zaczynamy w 0. W kazdym kroku rzucamy szescienng kostka. Zatézmy, ze
w danym momencie jesteSmy w z i wyrzuciliSmy wynik y na kostce. (Czyli x jest liczba
catkowita nieujemna, a y € {1,2,3,4,5,6}.) Niech k bedzie taka liczba catkowita, ze
6k <x <6(k+1).

« Jedli x +y < 6(k + 1) to przesuwamy sie na = + y.

x Jesli x + y = 6(k + 1) to przesuwamy sie na 6k.

« Jesli x +y > 6(k + 1) to przesuwamy si¢ na 6(k + 1) + 1.

(i) (2 pkt) Oblicz wartosé oczekiwana liczby krokéw potrzebnych do osiagniecia wyniku
7 po raz pierwszy.

(ii) (0.5 pkt) Oblicz warto$¢ oczekiwang liczby krokéw potrzebnych do osiagniecia wy-
niku 37 po raz pierwszy.

Teraz rozwazmy nastepujaca modyfikacje zasad.
x Jesli x +y < 6(k + 1) to przesuwamy sie na x + y.
x JeSli x +y = 6(k 4+ 1) to przesuwamy sie na 6k, chyba, ze 6(k + 1) = 36, wtedy
wygrywanmy.
* Jesli x +y > 6(k + 1) to przesuwamy si¢ na 6(k + 1) + 1, chyba, ze 6(k + 1) = 36,
wtedy przesuwamy sie na 0.

(iii) (1.5 pkt) Oblicz wartosé¢ oczekiwana liczby krokéw potrzebnych do wygrania zmo-

dyfikowanej gry.

Zadanie 11 (3 pkt). Czy istnieje taficuch Markova, ktéry ma w jednej klasie skomuni-
kowania stan null-rekurencyjny i stan pozytywnie rekurencyjny? Jesli tak to podaj kon-
strukcje, jesli nie to podaj formalny dowdd.

Powodzenia.
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