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Aksjomaty, niezalezno$é, wartosé oczekiwana

Q) - przestrzeni zdarzen elementarnych
F - o-cialo nad 2

Miara probabilistyczna P na (€, F) jest funkcja P : F — [0, 00) taka, ze

x P(Q) =1,
* jesli {4, }neN jest rodzing zbioréw parami roztacznych, to P(lJ, ey An) = D nen P(An)-
Trojke (2, F, P) nazywamy przestrzeniq probabilistycznag.

Zadanie 1. Wyprowadz z aksjomatéw kolejne wlasnosci przestrzeni probabilistyczne;j:

) P(0) =

i) PUOA) = 1 PA)

(iii) Jesh AC B, to P(B\A) = P(B) — P(A),
iv) ]

(v)

P(A) < 1,
(vi) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Zadanie 2. Jesli {A, }ren jest wstepujaca rodzing zdarzen, czyli Ag C A; C -+, to

P (U An> = lim P (4,).
n=0

Jesli { A, }nen jest zstepujaca rodzing zdarzen, czyli Ag 2 A1 O -+, to

P <QA,L> = nlg& P(A,).
Zadanie 3. Udowodnij, ze dla dowolnego ciagu zdarzen Ay, Ay, ... zachodzi
P (U An> <> P4
n=0 n=0

Zadanie 4. Niech Ay, Ay, ... bedzie nieskoriczonym ciagiem zdarzen i niech P(A,) =1
dla kazdego n. Udowodnij, ze P((,—,A,) = 1.

Zadanie 5. Podaj przyklad zdarzen X, Y, Z, takich ze kazde dwa sa niezalezne, ale cata
trojka nie jest niezalezna.

Podaj przyktad n + 1 zdarzen takich, ze kazde n z nich sa niezalezne, ale wszystkie n + 1
sa zalezne.

Zadanie 6. Pokaz, ze jesli zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne, to zdarzenia
M\ A, ..., Q\A, takze sa.
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Zadanie 7. Niech Ay, Ay, ... bedzie nieskoniczonym ciggiem zdarzen i niech P(Q\4,) < 37

dla kazdego n. Uzasadnij, ze
~ 1
P Ayl 2 =

Zadanie 8. Niech ¢ € {0, 1} bedzie arbitralnie wybranym 19-elementowym ciagiem zer
i jedynek. Rzucamy wielokrotnie symetryczna moneta (tj. taka ze orzet i reszka wypadaja
z jednakowym prawdopodobieristwem) i notujemy rezultaty tworzac w ten sposob ciag.
Jesli wypadt orzet notujemy 0, jesli reszka 1. Jakie jest prawdopodobieristwo ze ciag ¢
wystapi (po by¢ moze wielu rzutach) jako spéjny podciag notowanego ciagu?

Zadanie 9 (Spacer losowy z dwiema barierami). Startujemy doswiadczenie z liczba k
(0 < k < n). Barierami sg liczby 0 i n. Dopoki aktualna liczba nie jest jedna z barier do
aktualnej liczby dodajemy 1 lub —1 z réwnym prawdopodobieristwem. Jakie jest praw-
dopodobieristwo, ze spacer uderzy w ktoras z barier? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
spacer uderzy w n?

Zadanie 10. W urnie znajduja sie dwie kule: jedna czarna i jedna biata. W kazdej z
n — 2 rund losujemy w sposob jednostajny jedna kule z urny i doktadamy do urny kule o
tym samym kolorze co wylosowana. Pokaz, ze liczba biatych kul w urnie na koricu jest z
jednakowym prawdopodobienistwem jedna z liczb ze zbioru [n — 1].

Zadanie 11 (Bratobojczy pojedynek). Krol Artur urzadza turniej rycerski, w ktorym
rycerze walcza w systemie turniejowym (jakze by inaczej?). Uczestnicy kazdego pojedyn-
ku maja réwne szanse na zwyciestwo. Drabinka turnieju jest ukladana losowo. Wsrod 27
uczestnikow jest dwoch braci. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze spotkaja sie w pojedyn-
ku?

Zadanie 12. Dana jest moneta asymetryczna, ktora z nieznanym Ci prawdopodobien-
stwem p € (0, 1) zwraca orla i z prawdopodobienistwem 1 — p zwraca reszke. Zaproponuj
algorytm ktory bedzie symulowal zachowanie monety symetrycznej, tj. z prawdopodobien-
stwem % zwroci orta badz reszke. Jedyne co mozesz robié¢ to rzuca¢ moneta asymetryczna
i na bazie obserwowanych rezultatow kontynuowaé rzucanie, badz przerwac i zwroci¢ wy-
nik. Jaka jest oczekiwana liczba rzutéw moneta asymetryczng przed zwrdceniem wyniku?
Wynik podaj jako funkcje p.

Liniowo$¢é wartosci oczekiwanej
Zadanie 13. Kazdy z n graczy rzuca niezaleznie od pozostatych kostka.

(i) Za dowolng pare graczy ktorzy wyrzucili ten sam wynik grupa dostaje 1 punkt.
Zmajdz wartos¢ oczekiwang.

(ii) Za dowolna pare graczy ktorzy wyrzucili ten sam wynik grupa dostaje tyle punktow
ile wyrzucili. Znajdz warto$é oczekiwang.
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Zadanie 14. Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru [n]. Punkt staly permutacji 7 to
taki z, ze 7 (z) = x. Wyznacz oczekiwana liczbe punktow statych permutacji 7.

Zadanie 15. Inwersja w permutacji 7 to para indeksow i < j taka ze 7 (i) > 7 (j).
Wyznacz oczekiwana liczbe inwersji losowej permutacji 7 zbioru [n].

Zadanie 16. n osob (n > 4) usiadlo formujac okrag. Kazda osoba w sposob losowy
wybralta sasiada. Jaka jest oczekiwana liczba os6b niewybranych przez nikogo? A jaka jest
odpowiedz jesli te osoby siedza w linii (czyli skrajne osoby maja tylko jednego sasiada)?
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